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運動に対する反作用

摩擦の影響（粘性）

ばねの影響（弾性）

質量の影響（慣性）

F: 力、v: 速度
: 摩擦係数

F: 力、x: ばねの伸び
: ばね係数

F: 力、a: 加速度
: 質量 2



消費パワーと蓄積エネルギーは？

2
KK 2

1 Kxdt
dt
dxKxvdtFW  

2
MM 2

1Mvdt
dt
dvMvvdtFW  

2vFvP  
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X0: t=0-での位置

X=T/K: t=での位置
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ステップ関数

（単位関数）

t=0で力T印加

)()( 00 tuXXXx  

X0=0とすれば

)(tuXx 
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デルタ関数

（インパルス関数）
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t=0で力T印加

X0: t=0-での位置

X=T/K: t=での位置

X0=0とすれば

)(tXv  5



)(tg
dt
dx



線形１階微分方程式を解く（その１）

cdttgdx   )(

(定数)の時

両辺を積分すると

cdttgx   )(

atg )(
catx 
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X0: t=0でののび

V0: t=0での速度

V=T/: t=での速度

t=0で力T印加
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X0: t=0での位置

V0: t=0での速度
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t=0で力T印加
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電流に対する反作用＝逆起電力

抵抗の影響

インダクタンスの影響

静電容量の影響

eR: 電圧、i: 電流
R: 抵抗

eL: 電圧、i: 電流
L: インダクタンス

ec: 電圧、i: 電流、q: 電荷
C: 静電容量
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消費パワーと蓄積エネルギーは？

2
LL 2

1 Lidt
dt
diLiidteW  

2
CC 2

11 q
C

dt
dt
dqq

C
idteW  

2
RR RiieP 

10



t=0でSW on

)()( 00 tuIIIi  

I0: t=0-での電流(この場合零)
I=E/R: t=での電流

)(tuIi 
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Q0: t=0での電荷(零とは限らない！)

Q=CE: t=での電荷

qCE 1 であるから、

t=0でSW on
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00 )( Ittu
L
Eidt

L
Ei  

I0: t=0での電流(この場合零)

dt
diLE  であるから、

t=0でSW on

)(ttu
L
Ei 

13



0 ax
dt
dx

adtdx
x


1

cadtdx
x

 
1

catx log
)exp()exp( atCcatx  C=exp(c)：積分定数

と変形

両辺を積分すると

線形１階微分方程式を解く（その２）
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Vax
dt
dx



aVX
xXx

/
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)exp( atCXx  

0t
t  ax
dt
dx

t=での解（定常解）
d/dt=0の時の解

と表現

)exp(t atCx  過渡的な解（過渡解）

線形１階微分方程式を解く（その３）
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)()/exp(
)()}/exp(1){(
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tutVV
tutXXXx





 


TxK

dt
dx

 から

X0: t=0でののび

X=T/K: t=でののび

V0 =(X-X0): t=0+での速度

: 時定数

t=0で力印加
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g v
Mdt
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XtutVVtVx
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X0: t=0でののび

V0: t=0での速度

V=gM/: t=での速度

M/: 時定数

t=0で力印加
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ERi
dt
diL  から

I0: t=0での電流(この場合零)
I=E/R: t=での電流

L/R: 時定数

00 )()}/exp(1){( ItuLRtIIi  

t=0でSW on

)()/exp(

)()}/exp(1{

L

R

tutE
dt
diLe

tutERie









機械系の等価な問題
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t=

)()/()()}/exp(1{R tutEtutEe  
exp(x)=1+x (|x|<<1)から、t<<の時

過渡応答波形
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0 Ri
dt
diL から

I0: t=0での電流(SW 
on後、十分時間を経
過した後ではE/R)
L/R: 時定数
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t=0でSW off
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t=

過渡応答波形

)/1()/exp(R  tEtEe 
exp(x)=1+x (|x|<<1)から、t<<の時
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より)()/exp( tut
R
Ei 
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WL: t=0でのインダクタへの蓄積エネルギー

WR: 抵抗で消費されたエネルギー

エネルギー保存則
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t=0でSW off EiRR
dt
diL s  )( から、t>0で

I0: t=0での電流(SW on後、十
分時間を経過した後ではE/R)
I=E/(R+Rs): t=での電流

L/(R+Rs): 時定数

}/)(exp{)( 0 LtRRIIIi s 

Rs>>Rを仮定すると、t>0でSW両端の電位差eSWは

)]/exp()/(1[ sssSW LtRRREiRe 

Rs⇒の時、t=0+でeSW⇒。即ち、放電の発生
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モータ、電磁石、リレー等における放電対策例

発生した逆起電力をダイオードで短絡
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Eq
Cdt

dqR 
1

から

)()/exp()(

)()/exp()(
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Q0: t=0での電荷

Q=CE: t=での電荷

CR: 時定数

機械系の等価な問題

t=0で力印加t=0でSW on
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t=

過渡応答波形
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より
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WC0: t=0での容量への蓄積エネルギー

WC: t=での容量への蓄積エネルギー

WR: 抵抗で消費されたエネルギー

)()/exp()( 0 tutQQQq  

エネルギーの和が合わない理由は？ 27
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t=0でSW off

Q0: t=0での電荷(SW 
on後、十分時間を経
過した後ではCE)
CR: 時定数

I0=E/R: t=0での電流
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t=

過渡応答波形
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より
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dttRQdt
dt
dqRW
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WC0: t=0での容量への蓄積エネルギー

WR: 抵抗で消費されたエネルギー

)()/exp(0 tutQq 

エネルギー保存則
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Cdt
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から

Q10: t=0でのC1の電荷

Q20: t=0でのC2の電荷

Q1: t=でのC1の電荷

Q2: t=でのC2の電荷

C1
-1+C2

-1)-1R: 時定数

t=0でSW on

)/exp()(
)/exp()(

22022

11011



tQQQq
tQQQq







)/()( 21201022 CCQQCQ 

)/exp()( 220
1  tQQi  


)/()( 21201011 CCQQCQ 
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過渡応答波形
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Cへの蓄積エネルギーとRでの消費エネルギー
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t=0でSW on
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  212010 QQQQ
であることに注意すると



ERi
dt
diL 0<t<Tでは

L/R: 時定数)]/exp(1[ t
R
Ei 

0 Ri
dt
diLt>Tでは

)/exp(]1)/[exp(

}/)(exp{
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R
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t=Tでiが連続から
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0<t<Tでは )]/exp(1[R tERie 

t>Tでは )/exp(]1)/[exp(R  tTERie 
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ERi
dt
diL 0<t<wでは

L/R: 時定数)/exp( t
R
Ei

R
Ei

Tt







  

0 Ri
dt
diLw<t<Tでは

}/)(exp{ Ttii
Tt

 

t=Tでiが連続から

t=0でiが連続から

t=wでiが連続より
}1)/{exp(
}1)/{exp(
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w<t<Tでは

0<t<wでは )/exp(
1)/exp(

)/exp()/exp(
R 


 t

T
TwEERie 






}/)(exp{
1)/exp(

}1)/{exp(
R 


 Tt

T
wERie 
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w/Tを調整すると

平均値(直流成分）が変化！
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直流成分 
T

dtte
T

tee
0

RRDC )(1)(

脈動成分

(実効値)
  2

DC
2
RMS

2
DCRAC )( eeetee 

2
RRMS )(tee 

出力電圧
の実効値

降圧型DC-DCコンバータ
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w<t<Tでは

0<t<wでは

T<<の時
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Eq
Cdt

dqR 
1

0<t<Tでは

CR: 時定数 )/exp(1 tCEq 

01
 q

Cdt
dqRt>Tでは

  }/)(exp{)/exp(1

}/)(exp{





TtTCE

Ttqq
Tt



 

   

t=Tでqが連続から

t=0でq=0から
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0<t<Tでは )/exp(R tE
dt
dqRe 

t>Tでは   }/)(exp{)/exp(1R  TtTE
dt
dqRe 
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Eq
Cdt

dqR 
1

0<t<wでは

CR: 時定数  )/exp( tCEqCVq
Tt

 

01
 q

Cdt
dqRw<t<Tでは

}/)(exp{ Ttqq
Tt

 

t=Tでqが連続から

t=0でqが連続から

t=wでiが連続より 1)/exp(
]1)/[exp(




 


T
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0<t<wでは )/exp(
1)/exp(

)/exp()/exp(
R 


 t

T
wTE

dt
dqRe 






w<t<Tでは }/)(exp{
1)/exp(
1)/exp(
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T
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>>Tの時、矩形波の生成 44



w/Tを調整すると

コンデンサは直流を通さないので、
直流成分（平均値）は零 45



インバータ；直流から交流を生成

46



0)(  xtf
dt
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dttfdx
x
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cdttfdx
x

  )(1

cdttfx   )(log
)exp()exp( atCcatx 

C=exp(c)：積分定数

と変形

両辺を積分すると

線形１階微分方程式を解く（その４）

     dttfCcdttfx )(exp)(exp
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)sin( stVax
dt
dx 

t

s s

( ) ( )
( ) Im[ exp( ) / ( )]

x x t x t
x t V j t j a 





 
 

)exp()( atCtxx  

0t
t  ax
dt
dx

t=での解（定常解）

と表現

)exp(t atCx  過渡的な解（過渡解）

線形１階微分方程式を解く（その５）
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t=0でSW on

)sin( stERi
dt
diL  から

I0: t=0での電流(この場合零)
i(t) : t=での定常電流

L/R: 時定数

00 )()]/exp()}0({)([ ItutiItii   

)sin(cos)exp()( s
s

s 
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R
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tjEti

ここで

)/(tan s
1 RL 

注：Eは波高値
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)()]/exp(sin)[sin(cos sR tuttERie  

過渡応答波形
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sT=2

)(tan s
1  

=L/R

)/exp(2/2sin
)2/exp()2/exp(2/2sin
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t=nT、t=(n+1/2)TでeRが連続であるから、

整流回路（交流から直流を発生） その１

51
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TnttnTttnTttE

nTttnTttE
eR )1(}/)(exp{)sin(

)sin(

1222s

21s




T=2

=CR

)(tan s
1

2s  t
}/)(exp{)sin()sin( 212s1s  ttTtt 

t=t2でeRとdeR/dtが連続、t=t1でeRが連続であるから

整流回路（交流から直流を発生） その２

54
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テブナンの定理

E：開放電圧

I：短絡電流(=E/R)

R：内部抵抗

定電流源定電圧源
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定電流源をキャパシタに接続すると

定電流源をインダクタに接続すると
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t=0でSW off
であるからIe

R
dte

L

t
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11

)/exp()()( 0R LRtIIRte 

I0：t=0-でLを流れる電流

=L/R：時定数
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Ie
Rdt

deC  R
R 1

t=0でSW off

であるから )}/exp(1{R tEe  

E=IR：tでの電圧

=CR：時定数
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nT<t<nT+wの間SW off

nT<t<nT+wでは

}/)(exp{)( 0 nTtIREIRe 

L/(Rs+R)>>Tの時、I=E/Rsの定電流源と近似可能

Ie
Rdt

deC 
1

nT+w<t<(n+1)Tでは 01
 e

Rdt
deC

}/)(exp{)]/exp()([ 0  wnTtwIREIRe 

t=nTで連続から

=CR：時定数

1)/exp(
1)/exp(

1)/exp(
1)/exp(
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nT<t<nT+wでは
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nT+w<t<(n+1)Tでは
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)/exp(1
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t=nTで連続から
1)/exp(
1)/exp(

s
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T
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R
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)()( tgxtf
dt
dx



 



dttftx

tXtxx

)(exp)(

)()(

0

0

  dttftg
dt
tdX )(exp)()(

g(t)=0の時の解

と表現

線形１階微分方程式を解く（その６）

   cdtdttftgtX    )(exp)()(
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02

2

 bx
dt
dxa

dt
xd

線形２階微分方程式を解く（その１）

)exp()exp( 2211 tsctscx  c1, c2：積分定数

と変形

s1s2の時

   0// 21  xsdtdsdtd

2
42

2

1 baa
s
s 










  0/ 1  xsdtd   0/ 2  xsdtdもしくは の条件から

両式の一般解の線形和

s1=s2の時 の解は)exp(/ 11 tscxsdtdx 
)exp()( 110 tstccx 
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)(2

2

tg
dt
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線形２階微分方程式を解く（その１）

c1, c2：積分定数

両辺を積分

1)( cdttg
dt
dx

 
両辺を積分

  2121 )()( ctcdtdttgcdtcdttgx    
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)sin()()cos(
)cos()()sin(

00

00
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tXXtVv
XtXXtVx












g x
M
K

dt
xd
2

2

から、一般解は

X0: t=0でののび

X=gM/K: t=でののび

V0: t=0での速度

: 振動角周波数

t=0で力印加
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X0=0, V0=0の時

)sin(
)}cos(1{

tXv
tXx

ss

s
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gMKx
dt
dvM  の両辺にvを乗じると

: 運動エネルギー

エネルギーのやり取りは？

  0
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1 22 






  XxKMv

dt
d

  CXxKMv  
22

2
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2
1

2

2
1Mv

 2
2
1

 XxK : 平衡点を基準とした弾性エネルギー

C: 定数

全体のエネルギーは時間不変で一定値C
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Eq
Cdt

qdL 
1

2

2

から、一般解は

Q0: t=0での電荷

Q=CE: t=での電荷

I0: t=0での電流(この場合零)
CL: 共振角周波数

)sin()(

)cos()(

0

0

tQQ
dt
dqi

QtQQq













t=0でSW on
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)sin(
)]cos(1[

tQi
tQq











Q0=0の時

Q=CE: t=での電荷

CL: 振動角周波数
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の両辺にiを乗じると

: Lへの蓄積エネルギー

エネルギーのやり取りは？

2

2
1 Li

 2
2
1

Qq
C

: 平衡点を基準としたCへの蓄積エネルギー

C: 定数

Eq
Cdt

diL 
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CQq
C

Li  
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全体のエネルギーは時間不変で一定値C
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 bx
dt
dxa

dt
xd

線形２階微分方程式を解く（その２）

)exp()exp( 2211 tsctscx 

c1, c2：積分定数

と変形

s1s2の時

   0// 21  xsdtdsdtd

2
42

2

1 baa
s
s 










  0/ 1  xsdtd   0/ 2  xsdtdもしくは の条件から

両式の一般解の線形和
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 bx
dt
dxa

dt
xd

重根の時

と変形 2/ / 2 0d dt a x 

)2/exp()2/(/ 1 atcxadtdx 

)2/exp()( 10 attccx 
72

)2/exp()( attfx 

ゆえに

とおけば 1/ cdtdf 

tcctf 10)( 

ba 42 



)exp()exp(
)exp()exp(

222111

2211

tscstscsv
Xtsctscx


 

gMKx
dt
dx

dt
xdM 2

2

から、一般解は

X=Mg/K: t=でののび

M
KM

s
s

2
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1 








 

s1s2の時

t=0で力印加
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tscstscsv
Xtsctscx


 

KM2 の時、s1,s2は実数⇒単調減少(過制動)

急速に減衰する関数と緩やかに減衰する関数の和

)exp()}({
)exp()(

10010

100

tstVXXsVv
XtstVXXx








KM2 の時(重根)、単調減少（臨界制動）

M
s
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KM2 の時、振動解（不足制動）

)exp()exp(
)exp()exp(

222111

2211

tscstscsv
Xtsctscx


 

 js 1

s2=s1*、c2=c1
*であるから

と表現すれば
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ここで
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V0=0、X0=0の時
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エネルギーのやり取りは？

: 運動エネルギー2

2
1Mv
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 XxK : 平衡点を基準とした弾性エネルギー

全体のエネルギーの時間当たりの減少分は、
における消費パワーと等しい

2v : による消費パワー
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t=0でSW on
t=0で力印加

機械系の等価な問題
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I0=0、Q0=0の時
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と表現すると
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過渡応答波形
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の両辺にiを乗じると
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エネルギーのやり取りは？

全体のエネルギーの時間当たりの減少分は、
Rにおける消費パワーと等しい

2Ri : Rによる消費パワー
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: Lへの蓄積エネルギー2

2
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Qq
C

: 平衡点を基準としたCへの蓄積エネルギー

C: 定数
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0<t<Tでは t=0でq=0から
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t>Tでは t=Tでqが連続から01
2

2

 q
Cdt

dqR
dt
qdL

})(exp{})(exp{
})({exp})({exp

222111

2211

TtscsTtscsi
TtscTtscq




21

21

12

1
2

21

12

21

2
1

)exp()(

)exp()(

ss
TssQ

ss
Qqsi

c

ss
TssQ

ss
Qqsi

c

TtTt

TtTt























ここで

})exp(){exp(

)(exp)(exp

21
21

21

21

2112

tsts
ss
Qssi

ss
tsstssQq















85
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t=0でSW off
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この解は
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線形２階微分方程式を解く（その３）

)exp()exp( 2211 tsctscxt  s1s2の時

s1=s2の時)exp()( 110 tstccxt 

)]/()exp([)(

)(
2 ajtjVtx

xtxx t










t=での解（定常解）

と表現
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